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RESUMEN

Se ha logrado modelar el perfil de irradiancia solar ultravioleta usando

el método Monte Carlo como simulador de la dispersión de fotones en una

atmósfera esférica y homogénea. Hipotéticamente, se considera que la irradian-

cia relativa (adimensional y normalizada a la unidad) está asociada principal-

mente a la dispersión de Rayleigh y a la geometŕıa atmosférica en tanto que la

magnitud irradiativa requeriŕıa un tratamiento más detallado (y la inclusión de

otros fenómenos, como la absorción de fotones).

Se detalla el fundamento teórico usado para los algoritmos de cómputo,

los cuales son lo suficientemente flexibles como para permitir “experimentos”

con variación de los parámetros principales; incluyendo también una atmósfera

exponencial, orientada, sobre todo, al análisis comparativo.

Descriptores: método Monte Carlo — simulación computacional — f́ısica de la atmósfera

ABSTRACT

A simulation of the ultraviolet solar irradiance profile, studying the disper-

sion of photons in a spherical and homogeneous atmosphere, was realized using

the Monte Carlo method. Hypothetically, relative irradiance (dimensionless and

normalized to the unit) has been principally associated with Rayleigh’s disper-

sion theory and atmospheric geometry. A more detailed analysis of the radiative

magnitude is required (and the inclusion of other phenomena, such as photon

absorption).

The present study describes the theoretical framework used in the calcula-

tion of the algorithms. The data is sufficiently versatile allowing for comparative

analysis experiments that vary the principal parameters and include factors such

as an exponential atmosphere.
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1. INTRODUCCIÓN

Una caracteŕıstica interesante de las mediciones

de irradiancia solar (en cielo claro) es su curva de

ajuste (Fig. 1), cuya expresión compacta (no po-

linómica) [1]

I(t) = a′(t − b)2(c − t)2e−d′(t−e)2

admite la forma (que facilita notablemente el ajuste

recursivo por mı́nimos cuadrados)

I(t) =
[

a(t − b)(c − t)e−d(t−e)2
]2

. (1)

1Email: vmiguel@fiumsa.edu.bo

Excepto el de a, los valores de los parámetros no

vaŕıan significativamente en el ajuste para la irra-

diancia relativa (con la unidad como máximo).

Muy evidentemente, se trata de una gaussiana

modificada con un polinomio de cuarto grado para

forzar la anulación de sus extremos (el exponente

cuadrático externo resulta esencial para mejorar la

bondad de ajuste, especialmente en la proximidad

de los mismos). No es importante si ésta es la úni-

ca representación posible del perfil de los datos; la

verdadera utilidad de la ec. (1) radica en que pue-

de reemplazar a los datos experimentales cuando

se trate de compararlos con datos simulados.
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Figura 1. Curva de ajuste para la irradiancia relativa UV-
B correspondiente a un d́ıa claro(10/5/98). Datos: Labo-

ratorio de F́ısica de la Atmósfera IIF, CF, FCPN (UMSA).

El propósito del presente trabajo es, justamente,

el de producir puntos “experimentales” mediante el

conteo de fotones incidentes en el lugar de obser-

vación, luego de pasar por un esquema dispersivo

puramente elástico (Rayleigh) en la atmósfera te-

rrestre convenientemente modelada.

Se pretende que el algoritmo general sea sufi-

cientemente flexible, de modo que permita el ensa-

yo de diversas condiciones, dispersivas y geométri-

cas, y la comparación directa de sus resultados con

una curva del tipo (1) ajustada a mediciones efecti-

vas.

2. GEOMETRÍA

Para todos los casos, la primera tarea es la ubi-

cación de la fuente (el Sol) en un sistema de refe-

rencia adecuado y en tiempo local del observador.

En el sistema de coordenadas centrado en la Tie-

rra pero fijo en el espacio {e′}, la dirección de los

rayos solares sólo depende de la inclinación de la

ecĺıptica

−→
S′ = cos δê′y + sen δê′z ,

donde δ está calculada para cada d́ıa del año td me-

diante

δ = 0,41 sen[Ω(td − 80)],

siendo Ω = 2π/365,25). El sistema de coordenadas

{e} centrado y fijo a la Tierra con el eje z orientado

hacia el zenit del lugar de observación (latitud ϕ y

longitud λ) está relacionado con el anterior por la

transformación e′ = Re, en la cual R es la matriz

R =









− sen φ cos φ sen λ cos φ cos λ

cos φ sen φ sen λ cos φ cos λ

0 cos λ − sen λ









con φ = ω(t − t0) el ángulo horario (ω = π/12,

velocidad angular de la rotación terrestre y t0 = 6).

Entonces, la dirección de los rayos solares, desde

el punto de vista del observador, está dada por el

vector
−→
S = Sxêx + Syêy + Sz êz (2)

cuyas componentes, teniendo en cuenta que
−→
S =

R
−→
S′ y en términos del tiempo solar t, son

Sx(t) = cos δ senφ

Sy(t) = − cos δ senλ cos φ + sen δ cos λ

Sz(t) = − cos δ cos λ cos φ − sen δ sen λ.

(3)

El tiempo solar aparente se calcula, en términos

del tiempo de reloj tr, usando las correcciones

t = tr − tL − Et, (4)

donde tL = ∆ϕ/15 = 8,07/15 es la corrección por

longitud y

Et = 7,67 sen(Ω∆t) − 9,87 sen(2Ωtd − 81π/90)

es la ecuación del tiempo con ∆t = td − 355 (td = 1
para el primero de enero).

Como se ve, el sistema de referencia y la direc-

ción inicial instantánea de los fotones respecto de

éste, quedan completamente determinados una vez

que la posición del observador se especifica a través

de su latitud y longitud (16.54S y 68.07O para este

trabajo). Para cada fecha del año, el perfil de irra-

diancia relativa estará representado por el número

de fotones incidentes en el lugar de observación en

función del tiempo de reloj (en horas).

3. DISPERSIÓN

Sin embargo, una parte significativa de los foto-

nes inciden después de ser desviados, una o varias

veces, por las moléculas de aire. El recuento total,

por tanto, debe ser el resultado de un esquema dis-

persivo que —en este caso— se supondrá comple-

tamente elástico.

El método Monte Carlo para la dispersión de

Rayleigh comprende el sorteo de tres variables: el
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recorrido libre l y los ángulos azimutal φf y zenital

θf en el sistema local del fotón.

Cuando la dirección está determinada, el re-

corrido resulta de la inversión de la distribución

probabiĺıstica acumulativa para la densidad de

Lambert-Beer, esto es:

ξ =

∫ l

0

exp(−βx)dx = 1 − e−βl

cuya inversa, teniendo en cuenta que ξ y 1−ξ tienen

distribución uniforme en el intervalo [0,1] es

l = −
1

β
ln(ξ), (5)

expresión que se usa para determinar el recorrido

después de cada interacción fotón - molécula.

La distribución para el ángulo zenital (en el sis-

tema local del fotón) es uniforme; por tanto, el sor-

teo de esta variable procede según

φf = 2πξ. (6)

Finalmente, la distribución probabiĺıstica para

el ángulo zenital, derivada de la sección eficaz di-

ferencial para la dispersión de Rayleigh, puede ser

escrita, para los fines actuales, en la forma

ξ =

∫ θf

0

3

4

[

1 + cos2(ϑ)
]

sen(ϑ)dϑ

la cual, haciendo u = cos θf proporciona la ecua-

ción cúbica

ξ =
1

2
+

1

8
(3u + u3),

o bien, si x(ξ) = 4 − 8ξ,

u3 + 3u + x(ξ) = 0.

Esta ecuación admite una solución real para u en

función del número aleatorio ξ, inmediatamente

utilizable para el sorteo del coseno del ángulo ze-

nital, a saber:

u =

(

y − x

2

)1/3

−

(

y + x

2

)1/3

, (7)

siendo y(ξ) =
√

x(ξ)2 + 4.

El sorteo de las tres variables es simultáneo pe-

ro, obviamente, el valor del número aleatorio ξ

es elegido independientemente para cada una de

ellas.

4. MONTE CARLO INVERSO

Teniendo en cuenta la notoria simetŕıa de la sec-

ción eficaz en la dispersión de Rayleigh, el proceso

puede ser ejecutado partiendo del punto de obser-

vación en todas las direcciones previamente selec-

cionadas; tomando como exitosas aquellas para las

cuales la trayectoria final del fotón apunta en direc-

ción de la fuente.

Este mecanismo admite dispersión simple o

múltiple, según el esquema algoŕıtmico que sea

planteado de inicio, junto con otras condiciones

como la altura y densidad atmosféricas.

La rutina de cálculo empieza, por tanto, fijan-

do la dirección inicial de los fotones mediante un

ángulo zenital en el intervalo 0◦ ≤ θi ≤ 90◦ y uno

azimutal 0◦ ≤ φi ≤ 359◦ en pasos ∆θi y ∆φi. El

vector cartesiano del fotón es, entonces,

−→
F = cos φi sen θiêx + senφi sen θiêy + cos θiêz. (8)

Un primer sorteo del recorrido según (5), por

otra parte, permite determinar el radio

r =
√

l2 + R2 + lR cos θi (9)

y la altura

h = r − R (10)

donde R es el radio de la Tierra. Ahora, represen-

tando con H la altura máxima de la atmósfera y

con ε el diámetro aparente del disco solar (≈ 0,5◦),

cuando h ≥ H se ensaya la dirección del fotón: si

satisface
−→
S ·

−→
F ≥ cos ε, (11)

el número de fotones incidentes, N , incrementa en

una unidad; contrariamente, el proceso termina y

se procede nuevamente con (8).

Si h < H, el sorteo de las variables l, φf y u,

siguiendo lo descrito en la sección anterior, conduce

a un nuevo cálculo del radio mediante

r =
√

l2 + R2 + lRu, (12)

la altura h = r−R y el nuevo vector direccional del

fotón (en términos de u y de v = sen θf =
√

1 − u2),

−→
F = cos(φf )vêx + sen(φf )vêy + uêz. (13)

Es fácil comprobar que los ensayos para h y para
−→
S ·

−→
F proceden como antes. Cuando h < H, el sor-

teo de (l, φf , u) y los ensayos posteriores deben ser

repetidos y corresponden a la dispersión múltiple

del fotón.
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2a. Curva de la Fig. 1 comparada con la distribu-

ción relativa de 50 eventos favorables (de 32760

en total y máximo=7; un fotón por cada dirección

inicial).

2b. Curva de la Fig. 1 comparada con la dis-

tribución relativa de 533 eventos favorables (de

327600 en total, máximo=48; 10 fotones por ca-

da dirección inicial).

2c. Curva de la Fig. 1 comparada con la distri-

bución relativa de 4841 eventos favorables (to-

tal=3276000, máximo=424; 100 fotones por ca-

da dirección inicial).

2d. Curva de la Fig. 1 comparada con la dis-

tribución relativa de 50229 eventos favorables

(total=32,76 × 106, máximo=4330; 1000 fotones

por cada dirección inicial).

Figura 2.

También es posible la repetición completa del

algoritmo descrito para n fotones en cada determi-

nada dirección y cada intervalo ∆t de tiempo (diga-

mos, cada media hora desde la del levante hasta la

del ocaso). Aśı, tomando ∆θi = ∆φi = 1◦, el núme-

ro total de fotones ensayados será 32760n para cada

valor del tiempo de reloj tr.

5. RESULTADOS

El sorteo de los números ξ para las variables (5),

(6), y (7) se hizo usando una rutina adaptada del

“Mersenne Twister” [2] para el ensamblador de 32

bites. Como toda simulación de tipo Monte Carlo,

es natural que los resultados mejoran proporcional-

mente a la cantidad de repeticiones del experimen-

to (aleatorio). La serie de figuras 2a, . . . ,2d ilustra

claramente la evolución de los eventos favorables

hacia una configuración muy semejante a la de la

figura 1. Éstas corresponden al cómputo sobre el

modelo más simple de una atmósfera esférica y ho-

mogénea con altura h = 10 [km] y coeficiente de

extinción β = 0,132 [km−1], calculada de

β =
8π3(n2 − 1)2

3Nλ4
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Figura 3. Comparación corregida entre la curva y los da-
tos de la Fig. 2d. La corrección consiste en un desplaza-

miento de 1/2 hora hacia la izquierda.

con n = 1 + 2,735 × 10−4, N = 2,687 × 1025 [m−3]
(número de Loschmidt) y λ = 298 [nm].

En esta atmósfera, los fotones sufren dispersión

múltiple desde la superficie atmosférica hasta el

punto de observación (en realidad, por la simetŕıa

ya mencionada, se utiliza el método Monte Carlo

inverso, descrito en la sección anterior: los fotones

salen del punto de observación y se dispersan en la

atmósfera hasta encontrar, eventualmente, la direc-

ción de la fuente).

La figura 2d resume el resultado neto del proce-

dimiento; excepto por el desplazamiento temporal,

es aceptablemente comparable con la curva experi-

mental para la misma fecha (10 de mayo, td = 130).

De hecho, la curva corrida en media hora hacia la

derecha que aparece en la figura 3, contrastada con

la curva de ajuste de la Fig. 4 mediante la diferen-

cia porcentual entre sus parámetros caracteŕısticos

(100(ae − as)/ae, etc.), rinde la tabla siguiente:

Coefs. Experim. Simulada V ar. (%)

a 0,03124 0,02631 15,8

b 6,45579 5,74225 11,1

c 17,82398 17,98983 −0,93

d 0,00950 0,00920 3,2

e 11,09898 12,33685 −11,2

La curva experimental corregida y la curva de ajuste

a los datos simulados concuerdan, pues, casi en un

85%. Desafortunadamente, no ha sido posible en-

contrar una explicación convincente para el retraso

de los puntos simulados en los gráficos 2; sin em-

bargo, éste no afecta —según se ha visto— al perfil

Figura 4. Ajuste de una curva tipo (1), por mı́nimos cua-
drados, a los datos de la Fig. 2d.

de la irradiancia relativa simulada.

Finalmente, tampoco el aumentar el tamaño de

la atmósfera —en cuyo caso el factor de atenuación

debe ser una función de la altura— parece contri-

buir con una mejora sustancial en el modelo. Aśı,

tomando

β = β0e
−αz,

α = 1/8,4 [km−1] y β0 = 0,132 [km−1] (valores

correspondientes al ajuste manual a los de la densi-

dad para una atmósfera estándar [4]), el algoritmo

se modifica de manera que el valor de β en (5) es

recalculado para cada sorteo de la variable l siem-

pre que h < H. El resto del procedimiento se man-

tiene como en el caso anterior.

El efecto numérico de tales modificaciones se

muestra en las figuras 5a, . . . , 5d. Las aprecia-

bles fluctuaciones estad́ısticas y el crecimiento del

número de fotones dispersados en comparación con

el de los directos (reflejada en la altura de los pun-

tos extremos en los gráficos), se explica fácilmente

por la disminución —registrada— de eventos favo-

rables cuando se incluyen sucesivamente la estra-

tosfera y mesosfera a la troposfera, para la misma

cantidad de fotones iniciales totales.

La manera de mejorar estos rendimientos es,

pues, un fuerte incremento en el número de foto-

nes iniciales y, seguramente, en un sorteo más so-

fisticado del salto dispersivo en términos de una in-

tegral de probabilidad acumulativa con coeficiente

de extinción β(z) variable con la altura. Pero este

esquema hace a los tiempos de cómputo innecesa-

riamente prohibitivos, porque el propósito de este
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5a. Distribución relativa de 49123 eventos favo-

rables (total=32,76 × 106, máximo=4075) para

atmósfera exponencial (H = 10 km).

5b. Distribución relativa de 35016 eventos favo-

rables (total=32,76 × 106, máximo=2704) para

atmósfera exponencial (H = 20 km).

5c. Distribución relativa de 21904 eventos favo-

rables (total=32,76 × 106, máximo=1561) para

atmósfera exponencial (H = 50 km).

5d. Distribución relativa de 16793 eventos favo-

rables (total=32,76 × 106, máximo=1112) para

atmósfera exponencial (H = 100 km).

Figura 5.

trabajo no es el de reproducir los resultados expe-

rimentales (Fig. 1.), sino sólo el de la forma de sus

alturas relativas durante la trayectoria diurna de la

fuente.

6. CONCLUSIONES

Dejando de lado cuestiones algo sofisticadas,

como la real naturaleza del fenómeno dispersivo

de fotones en la atmósfera terrestre o modelos muy

detallados acerca de la composición de ésta, aún

es pertinente la investigación acerca de las pro-

piedades más inmediatas de ciertos modelos at-

mosféricos. Principalmente porque el formalismo

matemático asociado a estos modelos es simple y

permite el montaje de experimentos algoŕıtmicos

muy eficientes (factibles en equipos personales de

computación).

Aśı, el propósito de reproducir numéricamente

el perfil experimental de la irradiancia relativa, se

logra mediante un algoritmo sencillo pero suficien-

te para simular las posibles trayectorias de los foto-

nes en una atmósfera esférica y elástica. El hecho de

que las distribuciones probabiĺısticas acumulativas

para todas las variables sean invertibles ciertamen-

te contribuye mucho a tal resultado.

Esto es, la esfericidad de la atmósfera terrestre y

elasticidad (dispersión de Rayleigh) de las interac-

ciones entre fotones y moléculas de aire son, pues,
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las dos propiedades suficientes para explicar la for-

ma de la curva (1).

Hay dos implicaciones inmediatas: por tratarse

de un proceso fundamentalmente estocástico, pa-

rece improbable que el perfil en cuestión pueda ser

susceptible de una deducción teórica (la idea para

este trabajo surgió de un intento es ese sentido);

por otra parte, las técnicas asociadas a la transfe-

rencia radiativa haŕıan poco adecuadas las refina-

ciones del algoritmo aqúı empleado con el propósi-

to de modelar, por ejemplo, las irradiancias absolu-

tas [4].
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