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RESUMEN

Se investiga la posibilidad de resolver las ecuaciones del geodinamo (sin términos
inerciales) mediante un método de relajamiento apropiado para sistemas de computacién
de un sélo procesador y memoria limitada. Se muestra que un esquema aproximado es
posible y que exhibe todavia las caracteristicas principales del campo magnético y de
la velocidad de flujo producidos, no obstante las limitaciones en los grosores de red.

1. INTRODUCCION

Las enormes capacidades de procesamiento (espe-
cialmente la configuracién arracimada de procesadores)
disponibles en la actualidad, hace posible el planteo
y solucién de problemas con creciente sofisticacion.
Uno de ellos es el conjunto de ecuaciones de la mag-
netohidrodindmica que describen la generacion de
campo magnético terrestre a partir de corrientes con-
ductoras en su niucleo externo, modelo matematico
conocido como geodinamo. Los notables avances que
comenzaron a mediados de la década anterior son ya
bastante conocidos y consisten principalmente en la
separacion vectorial de componentes axisimétricas y
anaxisimétricas seguida de una descomposicién espectral
de todas las variables involucradas [1] [2]. O bien, se-
guida de la aplicacién masiva del Método de Elementos
Finitos sobre redes de célculo con grano bastante fino [3].

Ambas aproximaciones requieren capacidades de
cémputo y almacenamiento realmente grandes y no es
el objetivo aqui el intentar un esquema alternativo.
Maés bien, se trata de realizar un sondeo y una primera
prueba para determinar si las caracteristicas principales
del modelo pueden ser investigadas en forma aproxima-
da mediante equipos con capacidad de procesamiento
estandar.

Como es obvio, la estrategia consistird en retener
los términos mas relevantes adoptando el modelo mas
simple pero ain suficientemente completo. Asi, si se
toma un ndmero de Rossby pequeno, los términos
inerciales pueden ser ignorados en comparacién con
los de Coriolis; también, la inercia del nicleo interno
es ignorable y su rotaciéon puede ser igualada con
la del manto; finalmente, se adopta la muy frecuente
aproximacién de Boussinesq para los factores de empuje.
Las nueve ecuaciones vectoriales resultantes, una vez
desarrolladas en todas sus componentes deben ser
discretizadas usando un esquema de diferencias finitas
para las ocho cantidades tensoriales Vrini, Voiju,
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Vzijkt, Brijri, Bijri, Bzijri, Piji 'y Tijre (las tres
componentes de la velocidad, las del campo magnético,
la presion y la temperatura, respectivamente) y los
valores previos y subsiguientes de los subindices (63 en-
tidades en total). El proceso de relajamiento consistird,
pues, en calcular los residuos Repijr; (n = 0,...,8) y
"relajarlos” modificando, consecuentemente, los valores
de las variables tensoriales anteriores.

2. ECUACIONES DEL GEODINAMO

Con las aproximaciones mencionadas en la introduc-
cién, para un sistema de referencia rotatorio con velo-
cidad angular wk, se obtiene las siguientes ecuaciones
adimensionales [4]:

~

kxv=-—yP+(VxB)xB+Evy?v+¢R,Tr (1)

%—?:v2B+vx(va) (2)
oT N
= - T—v.-9T
5 =1V vV (3)
v:-v=0;, v-B=0. 4)
Donde la unidad de longitud es lp = r, — 7, =

2400 [km] (la diferencia entre los radios del nucleo
externo e interno respectivamente) siendo r./r; &~ 3.
La unidad de tiempo resulta to = I2/n =~ 60000
[anos] y la unidad de campo magnético deviene
(2wppon)*/? & 2,2 [mT).

Entonces, los parametros adimensionales remanentes,
los nimeros de Ekman, Roberts y Rayleigh, que apare-
cen en las ecuaciones anteriores son:

v K gapl2
=57 4¢=—; BR.=7%—" (5)
2wlg n 2wk
Siendo n la difusibidad magnética, v el coeficiente
de viscosidad cinematica, s la difusibidad térmica, «
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el coeficiente de expansién volumétrica y Slp la unidad
de temperatura; g es, claro, la aceleracién gravitatoria.
En los hechos, sin embargo, son los valores de los
pardametros (5) y no aquellos de los coeficientes indivi-
duales los que determinan la naturaleza de las soluciones.

A fin de hacer posible la solucién numérica, es necesa-
rio escribir las ecuaciones (1-4) en forma completamente
desarrollada. Usando las ecs. (4) en (2) se tiene:

8%v, 1 8%v, 8%v, 1 v, Up 2 Ovg
E|:8r2+r_28¢2+822 A
8B, 0B 5B,
vo + B: 5> — Byt — Bo G — (6)
B2
Zo _or _
2 +qR,TIr— 5. =0
E[2Zve y 1 8vs | vy | 10U v | 2 Ou] _
or2 r2 0¢2 022 r Or r2 r2 9¢
OB o8B B, 9B.
vr + Br 5t + Bo 5t — S ()
B.9B. | B-Bs _10P _
r 0¢ r r 0¢p

8%v, 1 8%, 8%v,
B %% + 555 + 5%+

9B, OB, 9B
Bebfe B - B ®
OB oP __
= pg TaRTz— 57 =0

8%°B,. 1 8B, 8%°B,. 1 8B, B, 2 9B
a2+ t5 2ty T F e £+

B 2 9p2 B r Or r2 r2 ¢

Vg By Ovr ¢ Ovun v, 0B, _

r + B, or + r 0¢ + B Oz Ur 5 (9)
Vs OBy 0B, _ 0B, _ 0

r 06 Vo ot

9By | 1 9°By | 9°By |, 10By By | 2 9B,

or2 +r_28¢2+822+r8r r2+r_28d>

v By Ov v OB vy OB
BTB_;.P BBTQSB_(;B—'_ Bz?j ; VUr %72 - TKPB—(;S_ (10)
Up v [ _
v Ot 4 Bate - Bete B =0
°B. 1 8°B. |, 8°B. |, 10B. dv.
87'2B+r_2 0¢2 + 022 +F or + B, Bvr+
dv. dv. dB. _ vs 9B.
T tBGr —uGE — T - (11)
0B. _ 0B, _ 0
Z 0z ot
22T 1 92T |, 82T |, 18T
q[8r2 t=agr T 52 +FW]_ (12)
0,20 _ 2 0T, 0T _ 0T _
T or r 0¢ Z 0z ot
0B 10B 0B B
Ut e (13)
or r O¢ 0z r
ov, 10vy Ov. v,
or r 0¢ 0z r (14)
Para un modelo sin resbalamiento, v. = 0 en las

interfaces del nicleo interno con el externo y del nicleo
externo con el manto y la temperatura en el borde del
nucleo interno es T' = 0,5.

3. CALCULO NUMERICO

El modelo descrito por las ecuaciones (6-14) permite,
en principio, experimentar tanto con diferentes configu-
raciones iniciales cuanto con diferentes valores para los
parametros adimensionales. Por otra parte, el método de
computo numérico, esencialmente basado en diferencias
finitas, puede ser ejecutado usando diversos esquemas de
relajamiento. Sin embargo, no es posible determinar de
antemano un montaje que pueda ser considerado 6pti-
mo para el problema. La no linealidad de las ecuaciones
implica que ciertas configuraciones iniciales conducen a
una rapida divergencia de los valores sucesivos en algu-
nas de las variables y a una consecuente interrupcién
de las rutinas. El procedimiento general consiste en la
digitalizacién de las ecuaciones (6-14) segin:

Regijr =

E[(Vrivije + Vricie — 2Vriju) /a®*+
(Vrijeim + Vrig—im — 2V )/ (bri)*+
(Vrijken + Vreie—u — 2Vrir) /e*+
(Vrigijm — Vricijr)/2ar; — Vg 77—
(Voijrik — Voij—1r1)/br3] + Voiju+
Boyjki (Brijyik — Brij—ig)/2bri+
Bzijki(Brijk+1u — Brijr—u)/2e—

Bojjii (Boit1jk — Boi—1jk1)/2a—

Bzijri (Bzijk+u — Bzijr—11)/2e—
BojjriBojijii [ri + qRaTj07m—

(Pit1jet — Picijm)/2a

Reyijr =

E[(Vois1jk + Voi—ijr — 2V oijw) Ja*+
(Voijsirt + Voij_1m — 2Voiji) [ (bri)*+
(Voijkt1r + Voije—11 — 2Voiji) [ €+
(Voisijk — Voi—ijr)/2ar; — Voijr [+
(Vrijare — Vrig_ie) /br?] — Vi +
Brijri(Boiy1jr — Boi—1ji)/2a+
Bzijki(Boijk+11 — Boijr—11)/2e—
Brijri(Brij+ik — Brij—ixi)/2br;—
Bzijii(Bzijyik — Bzij—11)/2b—
BrijtiBoijki [ri + (Pij+1k — Pij—1k1)/2br;

(16)

Regijn =

E[(Vziprju + Vazicjm — 2V i) [a®+
(Vzijrir + Vzij—ir — 2V zij) [ (bri) >+
(Vzijrsu + Vzije—u — 2V ziju) /€2 +
(Vzije+1 — Vzije—11)/2er;)]+

Brijei (Bziy1je — Bzi—1jki) /2a+
Boijri(Bzijyikt — Bzij—1p1)/2bri—
Brijii (Brije+1 — Brijr—11)/2e—

Bojjgi (Boijk+11 — Boijr—11)/2e+
qRaTijrizi — (Pijk+1 — Pijr—11)/2e

(17)



Resijn =

(Briyijm + Bri—iju — 2Briju)/a’+
(Brijsir + Brij—ig — 2Brijr) [/ (bri)* +
(Brijit11 + Brije—u — 2Brijr)/e*+
(Brigijm — Bri—ijm)/2ar;i—

Briji[r? — (Boijyik — Bojj—1m)/bri+
BoijiVoijr [ri+

Brijut (Vrigije — Vricije) [2a+
Boijri(Vrijyirm — Vrij—1m)/20ri+
Bzijti(Vrijksu — Vrigr—1)/2e—
Vrijkt (Brivije — Bri—ijr) /20—
Bzijii (Bzijr+u — Bzijr—1u)/2e—
Voijri (Brijrine — Brij—ixi)/2bri—
Vzijki(Brijk+1 — Brijr—11)/2e—
(Brijgi+1 — Brijri—1)/2t

Regijn =

(Bois1jki + Boi—1jx — 2Boiji)/a*+
(Boij+ikl + Boij—1rt — 2Boiji) [ (bri)*+
(Boijk+11 + Boijr—11 — 2Boiji) /€ +
(Boit1jk — Boi—1jii)/2ar; — Bojp [ri+
(Brijsirt — Brij—ig)/br?)—
BrijuiVoijr [ri+

Brijit(Voijrim — Voij—1m)/2b+

Boijii (Voijrik — Voij—1x)/2bri+
Bzijii(Voijey1 — Voije—11)/2e—

Vrijii (Boit1jik — Boi—1jk)/2a—

Vzijrt (Boijky1 — Boijr—11)/2e—

Voijri (Boijyik — Boij—1x1)/2bri+

Vzijki(Brijk+11 — Brije—11)/2e+
BoijiVrijri [ri — Briju Vo [1i—
(Boijri+1 — Bosjri—1)/2t

Resijr =

(Bzit1jkl + Bzi—iju — 2Bziji) /a®+
(Bzij+1m + Bzij—1k — 2Bzijii) [ (bri)*+
(Bzijk+1 + Bzijk—1 — 2Bzijr) /€2 +
(Bzit1jk — Bzi—1jk)/2ari+
Briju(Vzivijwu — Vzioijm)/2a+
Boiji (Vzijyim — Vzij—1m)/2bri+
Bzijr(Vzijr+u — Vzijr—1u)/2e—
Vrijr (Bzig1jkt — Bzicijk) /26—
Voijui(Bzijiikt — Bzij—1m)/2bri—
Vzijki (Bzijk+u — Bzijk—11)/2e—
(Bzijki+1 — Bzijri—1)/2t

(19)

(20)
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Regijr =

a[(Tivrjm + Tirjir — 2T50) /a®+

(Tijrrm + Tij—1m — 2T5551) ) (bri) 2+

(Tiji+1 + Tije—vu — 2Tijm1) /€ +

(Tit1jm — Tizrjrr) [ 2ar;]— (21)
Vrigr (Tit1jit — Ti1jk) /20—

Voijri (Tijrinr — Tij—1k1)/2br;—

Vzijit Tije+1 — Tijr—11)/2e—

(Tijri+1 — Tijri—1)/2t

Rerijm =

(Briyijr — Bri—ijm)/2a+

(Boij+1kt — Boij—1k1) /2br;+ (22)
(Bzijk+1 — Bzijr—11)/2e+

Briju /7

Regijr =

(Vrisijm — Vricijm) /[ 2a+

(Voijrier — Voij—1r1)/2bri+ (23)
(Vzijer1 — Vzije—11)/2e+

Vrije [T

donde los residuos Rep;ji; son iterativamente recalcula-
dos luego de que las variables son modificadas, por ejem-
plo, mediante el esquema de relajamiento

Vriju — Regijrimi

Briji + Rezijrir;

Voijkl + Relijkl/ZE(l/a2 + 1/(b7‘i)2 + 1/62 + 1/1“?)
Vzijk + Rezijr /2E(1)a® + 1/ (br;)* + 1/€?)

Boiji + Reaijri/(2E(1/a® + 1/ (br;)* + 1e? + 1/r?)
Bzijkl + Re5i]~kl/(2E(1/a2 + 1/(b7‘i)2 + 1/62)

Tijkl + REGijkl/QE(l/az + 1/(b1“i)2 + 1/62)

Py + 2aReqijn

(24)

hasta que la suma,

8 I J K L
err = Z Z Z Z Z Reniju (25)
1 1 1 1 1

sea inferior a algin valor previamente especificado (I, J,
K y L son, claro, los valores maximos de los respectivos
indices y Br, Bo, Bz, etc., son las versiones “ascii” de
B,, By, B., etc.). El procedimiento es, por supuesto,
muy lento e inestable (y ciertamente muy sensible a
las capacidades de procesamiento y almacenamiento
disponibles), pero, por lo mismo, es de esperar que
puede ser ficilmente adaptado para el procesamiento
paralelo o en racimos.
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4. RESULTADOS

Es posible que un mejor esquema de relajamiento
pueda proporcionar una convergencia mas segura y
rapida para configuraciones iniciales razonablemente
elegidas. Para el que se describe en la seccién anterior,
el procesamiento consiste en la busqueda de una com-
binacién afortunada de valores de los parametros, de
montajes iniciales y del intervalo minimo de convergen-
cia -dado por la magnitud del error (25)- que, en una
serie continua de iteraciones proporcione los registros
finales para todas las variables.

Para el caso que nos ocupa, se encuentra una serie
convergente con valores iniciales muy bajos tanto para
el campo cuanto para las velocidades y las cantidades

E=6x10"% ¢=10; R, =100, (26)

todavia dentro de los intervalos aceptables para el
problema pero casi ”de compromiso”, especialmente el
de R, notoriamente bajo (el valor realista, todavia no
alcanzado por los métodos empleados hasta el presente,
es ~ 10%°). Con un error de 10 en (14), el tiempo
de convergencia aunque grande es adn permisible (al
margen del tiempo empleado en ensayos y ajustes,la
convergencia completa para cada conjunto de valores
iniciales ”exitosos”tuvo un promedio de alrededor de 3
horas sin diferencias importantes entre las pentium III,
330 MHz y pentium IV, 1.4 GHz en entorno de consola
DOS extendido).

campo magnético

o 1 1 1 1 1

o i8 36 54 T2 20
angulo zenital

Figura 1. Campo magnético radial en r = r. comparado con
el del dipolo terrestre en el borde inferior del manto (t=3).

Los resultados de los registros se pueden resumir
como sigue: el procedimiento de cilculo (a precisién
simple, esto es, con numeros reales de 64 bites) se
efectua transformando primero el reticulo en la re-
gion {05 <r <15 0<60<7/2,0< ¢ <7} a
coordenadas cilindricas sobre las cuales se ejecuta el
esquema (15-24); de los registros resultantes (que, en
nuestro caso contienen 10 x 12 x 12 x 10 = 14400

valores para cada una de las variables, se extrae la in-
formacién contenida en los graficos de las figuras 1, 2 y 3.

150

velocidad azimutal

_1s0 1 1 1 1 1
0.5 o.7 o.9 1.1 1.3 1.5

radio

Figura 2. Velocidad azimutal en el plano ecuatorial en ¢ = 45
comparado con el perfil de un vértice ideal.

En la Fig. 1. se aprecia los valores de la componente
radial del campo magnético en la interfaz del nicleo
externo con el manto (el cual debe empalmarse even-
tualmente con el campo externo al nicleo). Claramente,
hay un sobredimensionamiento respecto de la magnitud
aceptada para el campo dipolar terrestre en la misma
zona.

campo magnético (Bz)o

tiempo

Figura 3. Comportamiento temporal de la componente z del
campo magnético en r = 0.

El propdsito de la Fig. 2. es el de mostrar que el flujo
en el interior del cascarén [r;,r.] es turbulento; no es
definitivo el que la oscilacién de valores de la velocidad
azimutal describa un vértice, pero, evidentemente, hay
una razonable aproximacién.

Finalmente, la tendencia temporal de la componente
z del campo magnético parece mas bien decepcionante
pues se esperaria al menos una inversiéon dipolar en el
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intervalo de t = 10 x 60000 = 6 x 10° afios. La apariencia
errdtica de (B.)o es probablemente el peor efecto del
cédlculo sobre una red de grano tan grueso (al menos 400
veces mayor que el de los casos en los cuales este valor
es reportado, v.g., [3]).

5. CONCLUSIONES

No se pretende que el método usado sea el mas
idéneo para los propdsitos mencionados en la intro-
duccién, pero al menos estos resultados preliminares
parecen alentadores. Quizd una més detallada investi-
gacién hacia esquemas de relajamiento més eficientes y
- en consecuencia- la elaboracién de cédigo optimizado,
podria llevar a un modelo funcional ”de escritorio”:
uno que permita experimentar exitosamente con valores
diferentes de los pardmetros E,q y R,, por ejemplo,
con diferentes condiciones iniciales y -sobre todo- con
reticulos mas finos.

Lo hecho en el presente trabajo parece reflejar
muy notoriamente las limitaciones de la capacidad de

cémputo aun disponibles para un problema de gran
complejidad como es el del geodinamo. De todos modos,
exeptuando la evolucién temporal del campo magnético,
el resto de las caracteristicas principales del fenémeno
descrito estdn efectivamente presentes en los resultados
obtenidos.
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