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RESUMEN

La mayoria de los libros didacticos que abordan el problema del ajuste de cur-
vas deducen el método de los minimos cuadrados a partir de la presuncién de que un
conjunto de puntos experimentales del tipo (#;;y; £ oym:) fluctuan, en torno de la fun-
cién ajustada, con una distribucién gaussiana de errores. En este articulo es propuesta
una deduccién alternativa, sin partir de esta presuncién. Se obtienen férmulas para
los parametros de una funcién de primer grado, para sus incertidumbres y para la co-
varianza entre sus parametros. Estas férmulas son aplicadas a un conjunto de puntos
(®i; yi £ 0yms) que se ajustan a una recta. La determinacién de una incertidumbre para
la funcién ajustada a puntos del tipo (z;;y; L oym:) es discutida y, con ello, dicha funcién
pasa a estar dada por y(z) = y(2)m + 0y(z)m, donde y(x),, es la “expresién media” de
la funcién y o (z)m es su incertidumbre. Una aplicacién del estudio desarrollado se hace
para datos obtenidos en un péndulo de torsién y el andlisis de los resultados obtenidos a
través de las expresiones deducidas permite establecer el modelo que relaciona el torque
aplicado al péndulo y su dngulo de torsién.

ABSTRACT

The majority of didactic textbooks treating the problem of curve fitting deduces
the method of least squares from the presupposition that a set of experimental points of
the type (z;;y; £ oym;) is distributed normally around the fitted function. This article
proposes an alternative deduction without use of this presupposition. Formulas are
obtained for the parameters of a function of first degree, for their uncertainties and for
the covariance between these parameters. These formulas are applied to a set of points
(%i; yi £ oymi) suited around a straight line. The determination of the uncertainty of the
function fitted to points of the type (z;;y; £ oymi) is discussed and the fitted function
is then given by y(z) = y(2)m * 0y(z)m, Where y(x),, is the “averaged expression” of
the function and o (,)m , is its uncertainty. An application of the study is carried out
for dates obtained from a torsion pendulum and the analysis of the results permits to
establish the relationship between the torque applied on the pendulum and its torsion
angle.

1. INTRODUCCION

En el trabajo experimental, en general estamos in-
volucrados con medidas que, muchas veces, resultan en
tablas que poseen una representacion grafica. Hasta ini-
cios de la década de los 80 era comin extraer resulta-
dos experimentales a partir del andlisis de graficos, en
general trazados en papel milimetrado, semilog y log-
log. Con la popularizacién de los microcomputadores,
varios softwares fueron desarrollados con el objetivo de
analizar datos experimentales que pueden ser representa-
dos graficamente. El método utilizado en esos softwares
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es el método de los minimos cuadrados que, en la ma-
yoria de los textos didacticos, es desarrollado a partir de
la presuncién de que los puntos experimentales presen-
tan flutuaciones con una distribucién normal de errores
en torno de la funcién ajustada. En este articulo pro-
ponemos una deduccién alternativa para el método de
los minimos cuadrados, sin la consideracién de la dis-
tribucién normal de errores, en el ajuste de una funcién
de dos pardmetros a puntos del tipo (z;;y; £ 0oym:). Con-
viene observar que y; es el valor medio de la ordenada
del i-ésimo punto y que oym,; es la incertidumbre de ese
valor medio. Incluiremos ademads, la deduccién de una
importante informacién con relaciéon a la funcién ajus-
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tada, que es la determinacién de una incertidumbre aso-
ciada a esa funcién. Especificamente, la funcién objeto
de este estudio sera la funcién de primer grado.

A pesar de que la determinacién de incertidum-
bres para puntos del tipo (z;;y;) sea comin en mu-
chos trabajos; nosotros lo haremos para puntos del tipo
(x3;yi £ 0ymi), esto es, para puntos cuya incertidumbre
de la variable dependiente sea conocida. Para esos casos,
el sistema fisico objeto de estudio pasa a ser descrito de
forma completa, por la expresién y(x) = y(2)m £0y(2)m,
siendo y (), la funcién ajustada, y oy (,)m la incertidum-
bre de esa funciéon. En todo el articulo supondremos
que la variable independente estd excenta de errores. Si
no fuera asi, el estudio desarrollado aqui contintda sien-
do vélido pero, en este caso, hay que hacer un ajuste
previo con z excento de errores y, en seguida, trans-
ferir las incertidumbres de z para y, por propagacién
de errores, seguido por un nuevo ajuste. De los soft-
wares mas conocidos disponibles en el mercado, pocos
como el “Origin”? y el “LAB Fit Curve Fitting”? de-
terminan una incertidumbre para funciones de primer
grado ajustadas a puntos del tipo (z;;y;). El “LAB Fit”
es el tinico conocido por los autores de este articulo que
hace la transferencia de las incertidumbres de = para y
de forma automaética, a partir de la informacién de las
incertidumbres de z. A propdsito, el presente articulo
tiene su origen en el desarrollo de este software, crea-
do en complementacion al libro “Tratamento de Dados
Experimentais” [1].

2. DEDUCCI()N USUAL DEL METODO DE LOS
MINIMOS CUADRADOS

Dado un conjunto de N puntos (z;; y; = oymi) ¥ una
funcién f(x,a,b), donde z es la variable independente
y a y b son los pardmetros de esa funcién, su ajuste
al conjunto de puntos puede ser obtenido a través del
método de los minimos cuadrados. Este método ha sido
desarrollado en muchos textos didacticos a partir de la
siguiente presuncién: las distribuciones de los errores de
los puntos experimentales en torno de la curva ajustada
deben ser gaussianas. Eso significa que en un grafico,
la probabilidad de que un punto (z;;y; £ oymi) “esté
sobre la curva ajustada” estd dada por la funcién de
distribucién normal (ver, por ejemplo, la referencia [2]):

C _;[w2
e 2

Pi = Tymi ) (1)

Oymi

donde C' es una constante que tiende a uno por cuan-
to P; es, de hecho, una densidad de probabilidad. Asi,
la probabilidad de que la curva contenga todos los N
puntos experimentales estd dada por el prodcuto de las
probabilidades individules:

2www.originlab.com
3www.angelfire.com/rnb/labfit

N N
e =
Haymi
i=1

Naturalmente, la funcién que mejor se ajusta a los
puntos es aquella para la cual la probabilidad P es
maxima. A eso se da el nombre de principio de la
méaxima probabilidad. Entonces, el exponente negativo
de la funcién dada en la Eq. (2), debe ser, en médulo,
un minimo. Denotando la sumatoria del exponente de
la Eq. (2) por x?2, esto es, haciendo

P

Al 1
X2 = Z[yl - f(xi)avb)]2 P (3)

ymi

las condiciones para que x? sea un minimo son:

o _

o _
da Y "o

=0. (4)

A partir de las condiciones dadas en (4) y de la ex-
presién obtenida en (3), tenemos un sistema de dos ecua-
ciones que nos posibilita determinar los pardmetros a y
b para una funcién especifica. Esta es la deduccién usual
del método de los minimos cuadrados, y es presentada de
esa forma en la mayoria de los libros que tratan el pro-
blema del ajuste de curvas. Atn cuando el razonamiento
empleado en la deduccién sea bastante simple, induce al
estudiante a creer que tal método sélo puede ser aplica-
do si los puntos experimentales fluctian con distribucién
normal en torno de la funcién ajustada. En este articulo,
mostraremos que el método de los minimos cuadrados
puede ser desarrollado sin la suposicién de la distribu-
ci6on normal. Naturalmente, si la distribucién normal
existe, habrd mayor disponibilidad de informacién sobre
la funcién ajustada, como por ejemplo, la asociacién de
una probabilidad a los intervalos determinados para los
valores de los parametros.

Para nuestra deduccién alternativa, debemos hacer
una revisién de un tema normalmente estudiado en el
primer curso dedicado a la Fisica Experimental: valor
medio de medidas no similares.

3. REVISION DE UN TOPICO RELEVANTE:
VALOR MEDIO DE MEDIDAS NO SIMILARES

Antes de la deduccidn alternativa propiamente dicha,
hagamos un andlisis del tratamiento de medidas no simi-
lares de una misma, cantidad. Este tipo de tratamiento
serd utilizado en nuestra deduccién y, para ello, supon-
gamos que hayamos hecho n; lecturas de una cantidad
x que, entonces, puede expresarse asi:

I :i’l :l:(fzml. (5)
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Aqui, z; es el valor medio de z; y ozm1 es la
desviacién estandar de este valor medio. Con un otro
conjunto de ny lecturas de la cantidad z, obtenidas con
el mismo instrumento y en las mismas condiciones, pode-
mos escribir:

To = To £ Opmo- (6)

A pesar de que x; y 22 son medidas de la misma
cantidad z se llaman medidas no similares, por tener
precisiones diferentes. Los valores medios de z1 y de x>
son determinados a través de la expresion para la media
aritmética de las lecturas

1 n
1=

donde n es el numero de lecturas efectuadas en cada
conjunto de datos. La desviacién estdndar de cada media
se obtiene por las expresiones [2, 3 y 4]

Opm = —— (8)

donde o, es la desviacién estandar de las lecturas. Hay
que observar que la relacién entre o,,, y 0, dada en la
Eq. (8) estd demostrada en las referencias [2, 3 y 4] sin
partir de la suposicién de que las lecturas tengan una
funcién de distribucién normal.

Debemos observar que, para extraer un unico resul-
tado final de las medidas x; y x2, no podemos sim-
plemente calcular la media aritmética de esas medidas,
porque ellas tienen precisiones diferentes. Para evitar el
problema, basta comprender que un nuevo valor medio
puede ser obtenido por la “unién” de los dos conjuntos
de lecturas originales en un dnico conjunto con ni + ns
lecturas, con lo que usamos la Eq (7):

_ 1
Fr= ——oHo
ny + no

ni no
S +zm2i], )
i=1 i=1

donde x1; y x2; son las i-ésimas lecturas de los conjuntos
de datos 1y 2.

n

De la Eq. (7) podemos escribir Zx, = nZ vy, en-
i=1

tonces, la Eq. (9) puede ser reescrita de la siguiente

forma:

T = ﬁ [nla":l + n2i‘2] , (10)
lo que significa que el nuevo valor medio es igual a la
media ponderada de x; y z2, teniendo el numero de lec-
turas de cada conjunto de datos como el factor peso. Por
otro lado, de la Eq. (8) podemos escribir n = 02 /02
que, sustituido en (10), nos da:

= 1 = 1
T1—=5— +To——
Tami Tam2 (11)
1 1 :

3
Oam2

T =

2

Oam1

En esta ultima expresion los desvios estandar o, de
las lecturas de los dos conjuntos fueron considerados
iguales, lo que permitié su simplificacién. Esa consi-
deracion es bastante razonable porque hicimos la suposi-
cién de que los dos conjuntos de lecturas fueron obteni-
dos con el mismo instrumento, y en las mismas condi-
ciones. Una generalizacién de la Eq. (11) para N medi-
das no similares nos da:

zmi

rT=——" (12)

N

E oL
Tiyz

i=1

donde el término 1/02, . es denominado peso estadistico

de la i-ésima medida. Entonces, dadas N medidas no
similares x; = T; £ 0mi, el valor medio de esas medidas
es calculado con la utilizacién de la Eq. (12).

4. DEDUCCION ALTERNATIVA DEL METODO DE
LOS MINIMOS CUADRADOS

Cuando un conjunto de N puntos del tipo (z;;y; =
Oymi) Se obtiene en un laboratorio, el desprecio de las
incertidumbres o.,; significaria una pérdida de la infor-
macion disponible. Mas que eso, lo que harfamos, de
hecho, seria provocar una “distorsiéon” de la informacién
disponible. Lo més correcto seria desarrollar el método
de los minimos cuadrados tomando en consideracién las
incertidumbres de y. Para ello, recordemos que, si las
lecturas y; tuviesen pesos estadisticos desconocidos y
quisiésemos ajustar una funcién f(z,a,b) a esos pun-
tos, deberiamos minimizar la siguiente expresién para la
varianza del ajuste [1, 5y 6]:

1 N
) = mZ[yi — f(zi,a,0)]%. (13)

i=1

La expresion (13) puede ser reescrita del siguiente
modo:

N
Z[yz - f(mu a, b)]2
2 _ N =1
Tv@) T N 2 N ’
(14-a)
0

> _ N =

Tya) = N — 2
(14-b)
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donde

(14-c)
La expresion (14-c) define el error cuadrético medio
de los puntos (z;,y;) a los que fue ajustada una funcién
del tipo f(z,a,b). Como las diferencias [y; — f(x;,a,b)]
no poseen pesos estadisticos propios, ya que los y; no
los poseen, la media de los cuadrados de esas diferen-
cias se determina por la Eq. (7), que define una me-
dia aritmética. Puesto que consideramos puntos experi-
mentales del tipo (x;;y; £ oymi), 1o que significa que se
considera a los x; excentos de error, pero no asi a los
y;- Entonces, vamos a utilizar a Eq. (12), que define
una media ponderada, para determinar la media de los
cuadrados de los errores para puntos con incertidumbres
en y;:

N

Z[yl - f(l'i,(l, b)]2021

ymi

5 i=1
62

(15-a)

Entonces, la Eq. (14-b), que define la varianza del
ajuste, debe ser reescrita con €2 dado por la Eq. (15-a),
que toma en consideracion el peso estadistico de cada y;:

N
Z[yi - f(wiaav b)]20'21 )
> N = v
Ty(@) = N _ 9 N ’
2021 ;
-1
(15-b)
o)
2 N X2
Ty@) = N _3 N ’
>
i=1
(15-c)
donde el término
al 1
X2 = Z[yz - f(l‘i,(l,b)]22—,
i=1 ymi
(15-d)

es el llamado chi-quadrado de ajuste a la funcién.
Entonces, la condicién para que el ajuste tenga la
menor varianza posible implica la minimizacién del chi-
quadrado:

o _

o _
da y ob

—0. (16)

Naturalmente, la Eq. (15-d) es idéntica a la Eq. (3)
y las condiciones de la Eq. (16) son las mismas obtenidas
en la deduccién usual del método de los minimos cuadra-
dos, dadas en la Eq. (4). Pero debemos observar que,
en esta deducién alternativa, no ha sido necesario consi-
derar que los puntos tengan una distribucién normal de
errores en torno a la funcién ajustada. En muchos cursos
iniciales de Fisica Experimental, la distribucién normal
de errores apenas se menciona y eso dificulta, desde el
punto de vista didactico, la presentacién del método de
los minimos cuadrados a través de la deduccién usual.
En este contexto, la deducién presentada aqui consti-
tuye una alternativa viable porque nos dispensa de un
conocimiento mas profundo de la funcién de distribuciéon
normal.

Es importante percibir que los y; para los diferen-
tes puntos ¢ se refieren a cantidades distintas, pero las
diferencias [y; — f(zi,a,b)] fluctuan en torno de cero y,
por tanto, pueden ser consideradas como medidas de una
misma cantidad. Eso justifica el uso de la Eq. (12) en
la determinacién de €2, en este caso, en que los pun-
tos tienen pesos estadisticos propios. Aunque una ob-
servacién poco atenta puede llevarnos a suponer que la
deduccién propuesta sea excesivamente larga, sin embar-
go, hay que resaltar que la revisién hecha en la seccién
3 es necesaria en cualquier curso béasico de Fisica Expe-
rimental y, por tanto, nuestra deduccién se restringe, de
hecho, apenas a la seccién 4.

5. EL METODO APLICADO A UNA RECTA
CUALQUIERA

Las condiciones de minimizaciéon dadas por las Eq.
(16) pueden ser extendidas a una funcién con una canti-
dad cualquiera de pardmetros. Aplicaremos tales condi-
ciones al ajuste de una funcién de primer grado, dada
por y(z) = ax + b. En este caso, el chi-cuadrado viene
dado de la siguiente forma:

N

X* = Z[yi —ar; — b]2g+

£ ymi
i=1

Asi, de la primera condicién de minimo, encon-
tramos:

N o2 N N iy
o+ Ly = i

Y de la segunda condicién de minimo:

N ; N 1 N vi
(o) ()= (32)
=1 ymi =1 ymi =1 ymi

(17-b)
Las Eqs. (17-a) y (17-b) forman un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas que, resuelto, nos da:

(17-a)
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- - ’_Zgy’ | (8)

1| L 22 . N .
b=p [ Y| (19

Nle
D=3 5D ——

2
i=1 - ymij—1 U ymj

N 2
(ZU; > . (20)

i=1 ymi

Nos cabe ahora, deducir las expresiones para las in-
certidumbres de los pardametros a y b y también para
la covarianza entre esos pardmetros. Con ello, podemos
escribir la funcién en la forma y(z) = y(2)m £ 0y @)m,
siendo y(z)m la funcién ajustada y oy (y),, la incertidum-
bre de la funcién. Eso es lo que haremos a continuacién.

5.1. Determinacion de las incertidumbres de los
pardmetros
La determinaciéon de las incertidumbres de los
parametros a y b se hace a través de la férmula de propa-
gacion de errores [2, 3, 4]:

N/ 5a 2
Cam = Z <a—yiaymi> . (21)

i=1

Como el pardmetro a estd dado por la Eq. (18), es
facil mostrar que la expresién (21) queda como:

(22)

donde D estd dada por la Eq. (20
b obtenemos:

). Andlogamente, para

(23)

Obm =

Determinemos, ahora, la covarianza entre los

parametros de ajuste.

5.2. Determinacion de la covarianza entre los
pardmetros de ajuste

En los casos en que los pardmetros a y b dependen
de valores independientes y;, que a su vez poseen incer-
tidumbres oy, la covarianza entre esos parametros esta
definida del siguiente modo [2, 3, 5]:

Oa 0Ob
cov(a, b) Zc‘)yz o0; Zmz (24)

La Eq. (24) define la covarianza entre a y b pre-
suponiendo que las medidas y; sean independientes entre
si. Asi, conocidos los pardametros a y b a través de las
expresiones (18) y (19), y sustituyendo esas expresiones

n (24), encontramos:

N
1 T;

D ol 7

ymz

cov(a,b) = (25)

donde D fue definida en la Eq. (20). Habiendo deter-
minado 64m, Opm ¥ cov(a,b) podemos, finalmente, de-
terminar la incertidumbre de la funcién ajustada. Vale
resaltar que los principales resultados obtenidos en esta
seccién ya fueron presentados en un articulo anterior [7],
en un contexto de linealizacién, pero no fueron deduci-
dos, cosa que ahora hemos hecho aqui.

5.3. Determinacion de la incertidumbre para la funcion
ajustada

Ademds de presentar una deduccién alternativa pa-
ra el método de los minimos cuadrados, el propésito de
este articulo es anadir una incertidumbre a la funcién
ajustada, semejante a la que fue propuesta en la re-
ferencia [5] para puntos de incertidumbre desconocida,
esto es, para puntos del tipo (z;,y;). La diferencia es
que, en nuestro caso, los puntos experimentales estan
dados por (z;,y; £ 0ym;) ¥, por tanto, los pardmetros,
las incertidumbres de esos pardmetros y la covarianza
entre ellos son calculados por férmulas diferentes, dadas
por las Eqgs. (18), (19), (22), (23) y (25). Ahora, la
expresion para la incertidumbre de la funcién ajustada
puede obtenerse a través de la expresion general para la
propagacion de errores, aplicada a una funcién de dos
pardmetros [3 y 5]:

_foy N\, [0y _\, . 0ydy
Oy(z)ym = \/(%0a> + (%Ub) +2%%CO’U(G,I)).

(26-a)
Como y(z) = ax + b, de la Eq. (26-a) resulta:

Oy(z)m = \/(33%)2 + o + 2z cov(a, b).

(26-b)

Entonces, con o4m, opm y cov(a,b) dados respecti-

vamente por (22), (23) y (25), la incertidumbre de la
funcién queda completamente determinada.

6. EL METODO APLICADO A UNA RECTA QUE
PASA POR EL ORIGEN
Para una recta que pasa por el origen, dada por
y(z) = azx, la aplicacién de la condicién de minimizacién
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TABLA 1
Puntos (0“ Mz + UMmi)-

1 2

3 4 5 6

9(rad) 0,227 | 0,349

0473 | 0642 | 0,768 | 0,873

M(N.m) | 0,00233 | 0,00372

0,00522 | 0,00676 | 0,00817 | 0,00946

orm(N.m) | 0,00011 | 0,00015

0,00020 | 0,00025 | 0,00030 | 0,00035

del chi-cuadrado junto con el estudio de propagacién de
errores para el pardmetro obtenido da:

y(x) = (a £ oam)z, (27)

con

(28)

7. UNA APLICACION NUMERICA A PUNTOS QUE
SE AJUSTAN A UNA RECTA

Vamos a aplicar los resultados obtenidos a un con-
junto de puntos que se ajustan a una recta, siendo los
datos del tipo (x;,y; £ oymi). Después, vamos a discu-
tir cémo nuestros resultados podrian ser utilizados para
puntos del tipo (z;;y;).

7.1. Recta definida por dos parametros

Para puntos de incertidumbres conocidas, podemos
hacer el ajuste a una recta con dos parametros a través
de la aplicacién directa de las Eqs. (18) y (19) en la
determinacién de los pardmetros. Las incertidumbres de
los pardmetros a y b son obtenidas a través de las Eqs.
(22) y (23) y la covarianza entre estos parametros estd
determinada por la Eq. (25). Con eso, podemos deter-
minar la incertidumbre de la funcién ajustada a través
de la Eq. (26-b).

Hagamos una aplicacién numérica al conjunto de
datos (z;,y; £ oymi) mostrados en la tabla 1, referidos
a un péndulo de torsién. Estos datos fueron extraidos
de la referencia [8] y se busca establecer un modelo que
relacione el torque M aplicado en los extremos de un
hilo metdlico y el dngulo 8 de torsién. El montaje expe-
rimental se propone en la referencia [9], con la utilizacién
del “Kit para Experiencias de Mecanica” (K.E.M.) [10].
Pasemos a los datos extraidos de la referencia [9] (tabla
1).

Aplicando la solucién propuesta para una funcién de
primer grado con dos pardmetros, finalmente obtenemos:

M(6) = (0,0109136 — 0,00011)+

29
10~*,/14, 398867 — 11, 07086 + 2, 66169, (29)

donde, en la funcién M(#) = af + b, tenemos o4y, =
0,00038N.m/rad, opy = 0,00016N.m y cov(a,b) =
—5,53534 x 1078 N2.m? /rad.

La expresién (29) nos permite trazar el gréfico de la
funcién ajustada a través de tres lineas: la linea central
que representa los valores medios de la funciém y(z),,,
y dos lineas mds de incertidumbres, representando los
limites inferior y superior de la faja de confianza de
la funcién. Admitiendo que los puntos fluctien segin
la distribucién normal en torno de la funcién ajustada,
podemos multiplicar o), por un factor que dé la fa-
ja de confianza de la funcién con una probabilidad de
95,4%: para los cuatro grados de libertad del ajuste
tenemos f = 2.87 (ver, por ejemplo, el “LAB Fit Curve
Fitting Software”). Asi, la funcién ajustada pasa a estar
dada por la siguiente expresién:

M(8) = (0,0109136 — 0,00011)+
2,87 x 10~*,/14, 398862 — 11,07086 + 2, 66169,
(30)

con 95,4% de confianza. Con la Eq. (30) podemos trazar
el grafico mostrado en la figura 1, relativo al ajuste, ex-
trapolado hasta 8 = Orad. En este grafico, la linea cen-
tral representa la funcién ajustada y las lineas superior
e inferior definen la faja de incertidumbre de la funcién.
Una inspeccién de la figura 1 sugiere que la recta podria
pasar por el origen, y eso merece ser investigado.

7.2. Recta que pasa por el origen

En el ajuste realizado en el inciso anterior, nos quedé
la sospecha de que la recta podria pasar por el origen.
Para determinar la probabilidad de que el coeficiente li-
neal (pardmetro b) sea cero, se utilizé el test ¢ de Stu-
dent [11] con el siguiente resultado: t = —0,703737; lo
que implica una probabilidad P(t) = 0,520 de que el
parametro b sea cero. Asi, el modelo “recta con dos
parametros” debe ser abandonado y el ajuste debe ser
rehecho utilizando las Eqs. (27) y (28), lo que da el
siguiente resultado:

M = (0,01067 = 0,00017)8 (31)

La Eq. (31) genera el grafico mostrado en la figura
2.
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Figura 1. Momento M aplicado en los extremos del hilo
versus el angulo 6 de torsién. La linea central es la funcién
ajustada: M = af + b, y las lineas externas definen una faja
con 95,4% de confianza.

7.3. AJUSTE DE UNA,FUNCIO’NA PUNTOS CON
PESOS ESTADISTICOS DESCONOCIDOS

Para puntos de incertidumbres desconocidas, pode-
mos hacer un pre-ajuste considerando los oym; = 1, lo
que permite determinar la varianza del ajuste a;(z) y
consecuentemente o, (z), que da una medida de la incer-
tidumbre de los puntos experimentales. Asi, consideran-
do cada oy, igual a 0, (,), podemos volver a aplicar las
Eqgs. (18), (19), (22), (23), (25) y (26-b), y determinar
la funcién ajustada de forma completa, lo que es equi-
valente a lo que se hizo en la referencia [5]. Hay que se
observar que el procedimiento descrito aqui impone, de
hecho, que el chi-cuadrado reducido del ajuste sea igual
a 1, lo que lo hace lo mdas verosimil posible (ver, por
ejemplo, [3]).

8. CONCLUSIONES

Queda en evidencia que un conjunto de puntos no
necesariamente tiene que tener flutuaciones estadisticas
que obedezcan a una distribucién normal en torno de
la curva ajustada para que podamos deducir las expre-
siones para los parametros de la funcién ajustada. Asi, es
posible demostrar el método de los minimos cuadrados
también para alumnos que no tengan un conocimiento
profundizado en Estadistica, lo que es una ventaja des-
de el punto de vista didactico y un recurso disponible
mas. Ademds de ello, por no restringir los resultados
a un cierto tipo de datos, la deduccién alternativa es
mas general que la deducién usual. Por otro lado, la in-
clusion de una desviacion estandar para la funcién ajus-
tada enriquece considerablemente el nivel de informacién
acerca del ajuste, tornando los resultados obtenidos maés
confiables. También para funciones con puntos de in-
certidumbres desconocidas, la técnica del pre-ajuste con
oymi = 1, generadora de esas incertidumbres, se revela
satisfactoria y es equivalente a lo que fue propuesto en
la referencia [5].

En cuanto a los resultados experimentales para el

0,012
—. 0008
E
=
= 0,006
0,003 4
0 ; ; . ; .
0 032 04 05 s 1,0
& (rad)
Figura 2. Momento M aplicado en los extremos del hilo

versus el dngulo 6 de torsién. La linea central es la funcién
ajustada, M = a#, y las lineas externas definen una faja con
95,4% de confianza.

péndulo de torsién queda claro, a través del test ¢ de
Student, que la funcién M = af + b debe ser descarta-
da en favor del modelo M = af. En ese modelo, como
sabemos, el parametro a es la constante de torsién del
hilo.

Un otro aspecto que se percibe de forma clara en el
andlisis de la figura 1 es el cuidado que debemos tener
al hacer extrapolaciones de rectas ajustadas. En la me-
dida en que nos separamos de la regién de los datos, la
incertidumbre del valor medio de la funcién ajustada va
aumentando, esto es, la precisién de los resultados va
disminuyendo, como evidencian las lineas que definen la
faja de incertidumbre de la funcién.
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